& Q Das Potenzgesetz von Stevens |

(a) Wie héngt die Lange der Urteilslinie von der Lange der Reizlinie ab?
(b) Wie hangt das Ausmal’ der Urteilsfehler von der Lange der Reizlinie ab?

Abbildung 8.1. Miller-Lyer-Figur (links) und Baldwin-Figur (rechts).
Unterhalb der Figuren sind zum direkten Vergleich jeweils Referenzlinien
gleicher Lange ohne die entsprechenden Kontextrei ze abgebi ldet.

Einfache linear e Regression: Definition

Definition 1. Seien X und Y numerische Zufallsvariablen auf einem ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeitsraum, beide mit positiver und endlicher
Varianz. Die Regression E(Y | X ) des Regressanden Y auf den Regressor

X heifdtlinear in X, wenn

E(Y | X)=ag+aixX

wobei ag und a; reelle Zahlen sind. Der Regressand Y heif3t dann auch

linear regressiv abhéngig vom Regressor X.




Regressive Unabhangigkeit

Den Fal a; = 0 betrachten wir als Spezialfall der reg-linearen Abhangigkeit,
bei dem wir auch von regressiver Unabhangigkeit sprechen. Es gilt dann
namlich:

E(Y | X) = E(Y) = ap.

Einfache lineare Regression: Residuum

DieVariable Y wird bei einer linearen Regression als Summe einer
linearen Funktion der Variagblen X und der Residudvariablen
e =Y- E(Y|X) dargestellt, wie man aus der Umstellung der
Gleichung ersehen kann:

Y=apgtaixXX+e




Folgerungen

Wichtige Folgerungen sind:
ao = E(Y) - apxE(X),
und, fallsdie Varianz Var(X ) groRer Null ist,

a1 = Cov(X, Y)/Var(X).
Aulerdem
E(e | X=x)=0.

Eine weitere Folgerung ist
E(Y | X=X)=apg+arx

Fur das Residuum e:=Y- E(Y | X ) gelten natirlich alle im letzten
Kapitel auguhrlich besprochenen Eigenschaften.

Einfache lineare Regression:
Deter minationskoeffizient

Im Falle einer linearen Regression lasst sich der Determinations:
koeffizient durch die Gleichungen

2 Var(X)_ CovXY)?
1Var(Y)  Var(X) ¥a(y)

R¢|x =a =Kor X Y, ?)

berechnen.




Parametrisierung einer Regression

Eine Regression E(Y |X) kann auf verschiedene Arten parametrisiert, d. h. durch verschiedene
Gleichungen dargestellt werden, in denen verschiedene Parameter vorkommen. Ein einfaches
Beispid ist, dass man den Regressor X durch den Regressor —X ersetzt. In diesem Fall wirde man
anstelle des Steigungskoeffizienten a, den Steigungskoeffi zienten —a , erhalten. Der entscheidende
Sachverhdlt ist dabel, dass sich die Regression E(Y | X) selbst nicht &ndert, obwohl die Gleichung
mit den darin vorkommenden Parametern anders aussieht. Die Regression E(Y | X) veréndert sich
durch die Auswechslung von X durch —X deswegen nicht, weil sie definitionsgemald eine Zufalls-
variable ist, deren Werte die bedingten Erwartungswerte E(Y | X =X) sind. Diese sind aber identisch,
egal, obich X oder —X als Regressor betrachte, d. h. esgilt: E(Y | X =x) = E(Y | X ==X) fur alle Werte
x von X. Auch wenn sich die Gleichungen, und die darin vorkommenden Parameter &ndern, gilt also:
E(Y |X) = E(Y | =X). Das Entsprechende gilt selbst fiir einen Ubergang von einem Regressor X zu
In X [In steht fur den , natiirlichen Logarithmus* (s. Regelbox 1)]. In diesem Fall éndert sich im
allgemeinen sogar der Gleichungstyp, denn wenn die Regression E(Y | X) eine lineare Funktion von
Xist, so kann sie im allgemeinen nicht zugleich eine lineare Funktion von In X sein und umgekehrt,
wenn E(Y | In X) eine lineare Funktion von In X ist, so kann sie im algemeinen nicht zugleich eine
lineare Funktion von X sein. Dennoch bleibt die Regression identisch, d. h. es gilt: E(Y | X) =
E(Y |InX). Was sich andert ist lediglich die Parametrisierung der Regression, d. h. ihre Darstellung
durch eine Gleichung bestimmten Typs (z.B linear oder nichtlinear) oder durch bestimmte
Parameter in verschiedenen Gleichungen des selben Typs. Ein anderes Beispiel werden wir im
néchsten Abschnitt tiber dichotome Regressoren kennen lernen.

Dichotomer Regressor |

Im allgemeinen muss die Regression E(Y | X) nicht unbedingt eine lineare
Funktion von X sein. Nimmt der Regressor X jedoch nur zwei verschiedene
reelle Werte an, z. B. X=1 fir die Experimentalbedingung und X = 0 fur die
Kontrollbedingung, so gilt Gleichung E(Y | X' ) =ag + a; xX immer. Man
spricht in diesem Zusammenhang auch von einem saturierten Modell. Fur die
beiden Regressionskoeffizienten gelten im dichotomen Fall mit der
Kodierung der Werte von X mit O und 1 auf3er den allgemeinen Gleichungen
auch:
ag=E(Y | X=0)
und
ar=E(Y [X=1)- E(Y | X=0).




Dichotomer Regressor |1

Man beachte jedoch, dass diese Interpretation der beiden
Regressionkoeffizienten von der Kodierung der Werte von X mit 0
und 1 abhangt. Kodiert man stattdessen die beiden Bedingungen z. B.
mit =1 und +1, so kommt man zu einer anderen Interpretation der
bei den Regressionskoeffizienten:

ap=[E(Y | X=1)+E(Y |X=-1)]/2
und

a; =[E(Y [ X=1)- E(Y [ X=-1)]/2




